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Περίθλαση 
Ο όρος περίθλαση (diffraction) χρησιµοποιήθηκε από τον Sommerfeld (1890) σαν την απόκλιση ακτίνων 
φωτός από την ευθύγραµµη πορεία τους που δεν µπορεί να αποδοθεί σε ανάκλαση ή διάθλαση. 
Περίθλαση παρατηρούµε όταν η εγκάρσια έκταση του κύµατος περιορίζεται, και γίνεται σηµαντική όταν 
ο περιορισµός αυτός είναι της τάξης του µήκους κύµατος της ακτινοβολίας. 
Η µελέτη της περίθλασης ξεκινά µε την περιγραφή του φαινοµένου από τον Grimaldi (1665), όταν 
παρατήρησε την ακτινοβολία πίσω από ένα άνοιγµα µικρών διαστάσεων. Με βάση τη σωµατιδιακή 
θεώρηση του φωτός, η σκιά στην επιφάνεια παρατήρησης αναµενόταν να είναι καλά ορισµένη και 
απότοµη. Οι παρατηρήσεις έδειχναν τη µετάβαση από τη φωτεινή στη σκοτεινή περιοχή αρκετά οµαλά. 
Η πρώτη προσπάθεια εξήγησης ήρθε από τον Huygens to 1678.  Σηµαντική πρόοδος έγινε το 1804, όταν 
ο Young εισήγαγε την συµβολή και από τον Fresnel το 1818, όταν και ο Poisson, αν αντίθετος στη 
κυµατική φύση του φωτός, παρατήρησε τη φωτεινή κηλίδα στην σκιά ενός κυκλικού εµποδίου (Poisson’s 
spot) που απέρριψε τη σωµατειδιακή θεωρία. Με τη θεωρία του Maxwell  το 1860, ο Kirchoff το 1882 
έθεσε το µαθηµατικό φορµαλισµό της περίθλασης. Αν και οι βασικές του υποθέσεις αποδειχθήκαν 
inconsistent από τον Poincare το 1892 και τον Sommerfeld το 1894, η θεώρηση Kirchoff-Fresnel είναι 
πολύ καλή. Ο Sommerfeld έβαλε τη θεώρηση σε καλύτερη βάση, µε τη θεωρία Rayleigh-Sommerfeld.  
Η βασική προσέγγιση στη περίθλαση είναι ότι το φως θεωρείται σαν µια βαθµωτή ποσότητα, αγνοώντας 
την ανυσµατική φύση των εξισώσεων Maxwell. Έτσι αγνοείται και η ζεύξη του ηλεκτρικού και 
µαγνητικού πεδίου µέσα από τις σχέσεις Maxwell κοντά σε ασυνέχειες και σύνορα. Η προσέγγιση 
θεωρείται ανεκτή αν (1) το άνοιγµα της οπής περίθλασης είναι µεγάλο σε σχέση µε το µήκος κύµατος και 
(2) τα πεδία περίθλασης παρατηρούνται αρκετά µακριά από το άνοιγµα αυτό. 
Από το φαινόµενο της συµβολής, που βασίζεται στην υπέρθεση µε δύο ή περισσότερα πεδία το κάθε ένα 
µε το δικό του πλάτος ταλάντωσης και φάση και τα οποία συµβάλουν σε κάποια θέση στο χώρο, περνάµε 
στο φαινόµενο της περίθλασης,  όταν η συµβολή γενικεύεται και πρέπει να βρούµε τη συνεισφορά από 
πολλές (άπειρες) αλλά απειροελάχιστες σε πλάτος συνιστώσες πεδίων. 
Φαινόµενα περίθλασης σε κάποιο οπτικό σύστηµα υπάρχουν πάντοτε, ακόµα και όταν αυτό δεν 
παρουσιάζει εκτροπές και το υλικό µέσα από το οποίο η ακτινοβολία διαδίδεται δεν επιβάλει καµιά 
διαταραχή στο σύστηµα, Αν και στη περίπτωση αυτή τα είδωλα µπορεί να είναι τέλεια,  παρατηρούµε ότι 
τα είδωλα από σηµειακά αντικείµενα δεν θα είναι απόλυτα σηµεία. Ο λόγος είναι ότι η κυµατική φύση 
του φωτός και η αλληλεπίδραση του µε τα οπτικά και τα αντικείµενα στο οπτικό σύστηµα, θα εισάγει το 
φαινόµενο της περίθλασης. Η περίθλαση είναι το µόνο φαινόµενο που µπορεί να κάνει ένα είδωλο 
ασαφές από κυµατικά µέτωπα χωρίς ατέλειες (από σύµφωνο φως). 
Αν και µπορούµε να δοκιµάσουµε για µια αναλυτική περιγραφή της περίθλασης µέσα από τη κυµατική 
εξίσωση του η/µ πεδίου, τα πιο πολλά φαινόµενα περίθλασης µπορούν να περιγραφούν µε βάση την αρχή 
του Huygens. Η αρχή του Huygens είναι µια από τις πιο παλιές αρχές της µοντέρνας φυσικής και λίγες 
από το τέλος του 17ου αιώνα που ισχύουν ακόµα. Είναι σχετισµένη µε πολλές παρατηρήσεις σχετικά µε 
τη διάδοση του φωτός, αν και αρχικά είχε διατυπωθεί για την εξήγηση του φαινοµένου της περίθλασης. 
Είναι στενά συνδεδεµένη µε τη µοντέρνα περιγραφή της διάδοσης του φωτός µέσα από υλικά, που 
βασίζεται στην επανεκποµπή της προσπίπτουσας ακτινοβολίας. Η αρχή του Huygens δεν µπορεί να µας 
δώσει το ποσοστό ανάκλασης και διάδοσης. Απλώς µας λέει ότι η ενέργεια του κύµατος διατηρείται και 
µοιράζεται στις τρεις πιθανές συνιστώσες της ανάκλασης, διάδοσης και απορρόφησης. 
Περιγραφικά, η αρχή του Huygens θέλει κάθε τµήµα του οπτικού µετώπου στο χώρο να είναι µια πηγή 
ενός δευτερογενούς σφαιρικού κύµατος. Είναι µια γεωµετρική συνταγή για να βρούµε το δρόµο ενός 
κύµατος, όπου το µήκος κύµατος είναι µικρό. Η αρχή είναι inductive. Τα βήµατα είναι τα εξής: 
(α) ξεκινάµε µε την κυµατοµορφή σε κάποια χρονική στιγµή 
(β) κάθε σηµείο της θεωρείται πηγή για την επόµενη διαταραχή 
(γ) κατασκευάζουµε ένα κύκλο µε κέντρο τα σηµεία αυτά, και ο οποίος αντιπροσωπεύει  τη πιθανή 
διάδοση της διαταραχής προς όλες τις διευθύνσεις για κάποιο µικρό χρονικό διάστηµα αργότερα. 
(δ) όπου οι κύκλοι επικαλύπτονται, οι πιθανές διαταραχές µηδενίζονται 
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(ε) η κοινή εφαπτοµένη των κύκλων ορίζει µια νέα κυµατοµορφή, έπειτα από την µικρή αυτή χρονική 
περίοδο. 
(ς) µε τη νέα κυµατοµορφή ξεκινάµε από το βήµα (β) κ.ο.κ. 
Το τελικό σηµείο παρατήρησης µπορεί να είναι κοντά στο σηµείο της πηγής, στη περίπτωση περίθλασης 
κοντινού πεδίου (near field), ή µακριά, για του µακρινού πεδίου (far field). 

Βαθµωτή θεωρία περίθλασης 
Οι σχέσεις Maxwell σε µέσα χωρίς φορτία και ρεύµατα στο σύστηµα MKS δίνονται από 

t t

0 0
e h h e

e h
∇× = −µ∂ ∇× = ε∂
∇⋅ε = ∇ ⋅µ =

 

Στην περίθλαση, το φως διαδίδεται µέσα από διηλεκτρικά υλικά. Ισοτροπικά υλικά επίσης έχουν οπτικές 
ιδιότητες ανεξάρτητες της θέσης στο χώρο, και οµογενή µέσα έχουν οπτικές ιδιότητες σταθερές σε όλο 
το χώρο. Μέσα χωρίς διασπορά έχουν τη διηλεκτρική σταθερά ανεξάρτητη του µήκους κύµατος και για 
µη-µαγνητικά υλικά 0µ = µ . 
Η κυµατική εξίσωση που προκύπτει από τις παραπάνω υποθέσεις είναι για το ηλεκτρικό πεδίο 

( ) 2

22 2
t

n c 0∇ − ∂ =e e  

µε 0n = ε ε  και 0 0c 1= µ ε , και για το µαγνητικό πεδίο 
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Έχουµε έτσι βαθµωτές κυµατικές εξισώσεις για ισοτροπικά, οµογενή, γραµµικά διηλεκτρικά µέσα για 
κάθε συνιστώσα του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου. Γράφουµε για τη βαθµωτή εξίσωση που 
περιγράφει το η/µ κύµα για ένα τέτοιο µέσο 
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όπου ( )u , tx  είναι µια οποιαδήποτε συνιστώσα του πεδίου e  ή b . 
Η βαθµωτή αυτή κυµατική εξίσωση για ανοµοιογενή µέσα, όπου η επιτρεπτότητα του υλικού  εξαρτάται 
από τη θέση στο χώρο, δεν θα ισχύει και θα πρέπει να θεωρήσουµε την ανυσµατική µορφή των πεδίων. 
Αν για παράδειγµα, η επιτρεπτότητα είναι της µορφής ( )ε = ε x , τότε η κυµατική εξίσωση θα πάρει τη 
µορφή 
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Πιο σηµαντικό είναι η ζεύξη των συνιστωσών του πεδίου µέσα από το δεύτερο όρο. Η ζεύξη µεταξύ των 
διαφορετικών συνιστωσών των πεδίων δεν υπάρχει στη βαθµωτή διαφορική εξίσωση. Μια τέτοια ζεύξη 
όµως παρατηρείται και σε οµογενή υλικά όταν επιβάλλονται συνοριακές συνθήκες στη διάδοση του 
κύµατος. Στα άκρα του υλικού, έχουµε µια ζεύξη των συνιστωσών των e  και b , καθώς επίσης και 
µεταξύ τους. Η ζεύξη αυτή µπορεί να θεωρηθεί µικρή όταν οι συνοριακές συνθήκες επιβάλλονται για µια 
περιοχή µικρή σε σχέση µε τη περιοχή που καλύπτεται από το η/µ κύµα. Στη περίπτωση της περίθλασης 
µια τέτοια ζεύξη συµβαίνει στα όρια της οπής, και είναι σηµαντική για µερικά µήκη κύµατος µακριά από 
τη περίµετρο του διαφράγµατος. Εάν η οπή έχει διαστάσεις πολύ µεγαλύτερες του µήκους κύµατος της 
ακτινοβολίας, τότε µπορούµε να θεωρήσουµε το σφάλµα αυτό µικρό. 
Περιορίζουµε τη προσοχή µας στη βαθµωτή θεώρηση, και περιγράφουµε το φως σαν µια συνάρτηση 
( )u , tx , η οποία για µονοχρωµατικό φως έχει τη µορφή 

( ) ( ) ( )( )u , t A cos 2 t= πν + ϕx x x  

µε ( )A x  και ( )ϕ x  τυχαίο πλάτος και φάση του κύµατος και ν  την οπτική συχνότητα. Μπορούµε να 
γράψουµε τη παραπάνω στην εκθετική µιγαδική της µορφή 

( ) ( ){ }2 i tu , t Re U e− π ν=x x  

όπου ( ) ( ) ( )iU A e− ϕ= xx x . Αντικαθιστώντας στη κυµατική εξίσωση το µονοχρωµατικό κύµα παίρνουµε 
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( ) ( )2 2k U 0∇ + =x  συνάρτηση Helmholtz 

µε k 2 n c 2= π ν = π λ , το κυµατάριθµο του κύµατος. Για να βρούµε τη συνάρτηση ( )U x  
χρησιµοποιούµε το θεώρηµα Green. 

Για δύο µιγαδικές συναρτήσεις ( )U x  και ( )G x  στο χώρο, και για µια κλειστή επιφάνεια S  που 

περιβάλλει ένα όγκο V , µε τις συναρτήσεις ( )U x  και ( )G x  να έχουν πρώτη και δεύτερη 
παράγωγο συνεχή µέσα σε αυτόν, ισχύει ότι 
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µε n n∂ ∂ ∂  τη µερική παράγωγο στη κατεύθυνση της προς τα έξω καθέτου στην επιφάνεια S . 
Το θεώρηµα αποτελεί την βασική σχέση για τη βαθµωτή θεωρία της περίθλασης. Για να βρούµε τη λύση 
της ( )U x  χρειάζεται µια σωστή επιλογή της ( )G x  και µια κατάλληλη επιφάνεια S . 

Θεώρηµα ολοκληρώµατος Kirchhoff-Helmholtz 
Για κάποια κλειστή επιφάνεια S , όπως στο σχήµα που περικλείει το σηµείο 
παρατήρησης ′x , το πρόβληµα είναι να βρούµε τη συνάρτηση της οπτικής 
διαταραχής στο ′x  σε σχέση µε τις τιµές της στην επιφάνεια S . Με τη µέθοδο 
του Kirchhoff για την εφαρµογή του θεωρήµατος Green, επιλέγουµε τη 
βοηθητική συνάρτηση σαν ένα µοναδιαίου πλάτους σφαιρικό κύµα που 
απλώνεται από το σηµείο x  (η συνάρτηση Green για τον ελεύθερο χώρο) άρα 
στο σηµείο x  
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r
′

=
′

x  

όπου r′  είναι το µήκος του ανύσµατος ′r  που συνδέει τα σηµεία µεταξύ της 
πηγής και παρατήρησης. 
Σηµειώνουµε µερικές σηµαντικές ιδιότητες της συνάρτησης Green. Για κάποια ανοµοιογενή διαφορική 
εξίσωση του είδους 
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µε ( )V x  τη διέγερση του συστήµατος και ( )U x  να ικανοποιεί κάποιες συνοριακές συνθήκες. Μπορούµε 

να δείξουµε ότι αν η ( )G x  είναι µια λύση της παραπάνω διαφορικής όταν η ( ) ( )V = δx x  και µε τις ίδιες 

συνοριακές συνθήκες, τότε η ( )U x  δίνεται από 

( ) ( ) ( ) 3U G V d x′ ′ ′= −∫x x x x  

όπου η ( )G x  είναι η συνάρτηση Green του προβλήµατος και αποτελεί την απόκριση του συστήµατος σε 
impulses. 
Στη περίπτωση µας, η συνάρτηση Green καθώς επίσης και η πρώτη και δεύτερη παράγωγος, πρέπει να 
είναι συνεχής µέσα στο όγκο V . Για να αποκλείσουµε έτσι την ασυνέχεια στο σηµείο ′x , έχουµε πάρει 
ένα µικρό όγκο µε επιφάνεια Sε  και ακτίνα ε  γύρω από το σηµείο ′x , το οποίο και αποκλείουµε. Έτσι 
για το θεώρηµα του Green, ο όγκος ολοκλήρωσης είναι µέσα στις δύο επιφάνειες και η επιφάνεια 
ολοκλήρωσης περιλαµβάνει και τις δύο ώστε S S Sε′ = + . Τα µοναδιαία κάθετα ανύσµατα στις επιφάνειες 
έχουν κατεύθυνση προς την εξωτερική πλευρά του όγκου. 
Μέσα στον όγκο V′ , η συνάρτηση G  ικανοποιεί τη σχέση Helmholtz 
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και το θεώρηµα του Green µας δίνει 
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και µένει το ολοκλήρωµα της επιφάνειας 
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Σε κάποιο σηµείο x  της επιφάνειας S′  έχουµε ( )
ikreG
r
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=
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x , τότε 
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όπου ( )cos , ′n r  είναι το συνηµίτονο της γωνίας µεταξύ των ανυσµάτων n  της καθέτου της επιφάνειας 
και του ′r  µεταξύ των σηµείων x  και ′x . Αν πάρουµε το σηµείο x  στην επιφάνεια Sε , τότε 

( )cos , 1′ = −n r  και έχουµε 
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Αν επιτρέψουµε το 0ε → , η συνέχεια της U  και των παραγώγων της µας επιτρέπει να γράψουµε 
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Με αντικατάσταση στη σχέση των δύο ολοκληρωµάτων επιφάνειας, παίρνουµε 

( )
ikr ikr

n n
S

1 e eU U U dS
4 r r

′ ′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ = ∂ − ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫x  

γνωστή σαν θεώρηµα ολοκληρώµατος του Helmholtz (Helmholtz-Kirchhoff integral theorem) που µας 
δίνει το πεδίο σε κάποιο σηµείο ′x  σαν συνάρτηση των συνοριακών τιµών του πεδίου στην επιφάνεια 
που περικλείει το σηµείο αυτό. 

Περίθλαση από επίπεδη οπή 
Για µια οπή σε µια άπειρη αδιαφανή επιφάνεια, όπως στο σχήµα, 
η αρχική διαταραχή προσπίπτει από τα αριστερά και θέλουµε να 
βρούµε το πεδίο στο σηµείο ′x  πίσω από το διάφραγµα. 
Πρέπει να επιλέξουµε τις επιφάνειες ολοκλήρωσης σωστά. Η 
κλειστή επιφάνεια αποτελείται από δύο τµήµατα, την 1S  που 
ακολουθεί το προφίλ της αδιαφανής επιφάνειας του 
διαφράγµατος και µιας σφαιρικής 2S  ακτίνας R  µε κέντρο το 
′x . Η κλειστή επιφάνεια ολοκλήρωσης είναι η ένωση των δύο, 

ώστε 
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Όπως το R  αυξάνει, η 2S  πλησιάζει τη µορφή ενός 
ηµισφαιρικού κελύφους. Εφόσον η G  και η U  µειώνονται σαν 

n̂
r  ′x  

Σ
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x

R  
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1 R , το ολοκλήρωµα θα τείνει στο µηδέν και θα συνεισφέρει µηδενική τιµή στο ολοκλήρωµα από την 
επιφάνεια 2S . Η επιφάνεια ολοκλήρωσης όµως αυξάνει σαν 2R , ώστε η παραπάνω προσέγγιση είναι 
ηµιτελής. Μπορούµε επίσης να πούµε ότι εφόσον η διαταραχή διαδίδεται µε ταχύτητα c n , το R  είναι 
τόσο µεγάλο ώστε τα κύµατα δεν έχουν φτάσει στην επιφάνεια 2S  και έτσι το ολοκλήρωµα αναµένεται 
µηδενικό στην επιφάνεια αυτή. Το πρόβληµα όµως είναι ότι έχουµε υποθέσει µονοχρωµατικό κύµα, ώστε 
αυτή πρέπει να υπάρχει για όλο το χρόνο και άρα βρίσκεται και στην επιφάνεια 2S . Χρειαζόµαστε µια 
πρόσθετη αιτιολόγηση για να αγνοήσουµε τη συνεισφορά της επιφάνειας 2S . 
Βλέπουµε ότι στην επιφάνεια 2S  η συνάρτηση Green είναι 

( )
ikReG R
R
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ikR

n
1 eG R ik ikG
R R
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που ισχύει όταν R →∞ . Έτσι έχουµε 
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µε Ω  τη στερεά γωνία του σηµείου 0x  στην επιφάνεια 2S . Η ποσότητα RG  είναι οµοιόµορφα 
περιορισµένη από την επιφάνεια 2S . Το όλο ολοκλήρωµα στην 2S  θα µηδενισθεί όπως το R →∞  αν η 
διαταραχή υπακούει στο περιορισµό 

( )nR
lim R U ikU 0
→∞

∂ − =⎡ ⎤⎣ ⎦  

Η συνθήκη αυτή είναι γνωστή σαν συνθήκη ακτινοβολίας Sommerfeld (Sommerfeld radiation condition) 
και ισχύει αν η U  µειώνεται τουλάχιστον όσο γρήγορα όσο ένα σφαιρικό κύµα. Έτσι για κύµατα που 
διαδίδονται προς τα έξω, το ολοκλήρωµα της 2S  θα έχει µηδενική συνεισφορά. 
Αποµένει η συνεισφορά της 1S  

( ) [ ]
1

n n
S

1U G U U G dS
4

′ = ∂ − ∂
π ∫∫x  

Αν η επιφάνεια είναι αδιαφανής, εκτός από τη περιοχή της οπής Σ , περιµένουµε τις σηµαντικές 
συνεισφορές από το µέρος αυτό µόνο της άπειρης επιφάνειας 1S . 
Οι υποθέσεις του Kirchhoff είναι οι εξής: 

(α) στην επιφάνεια Σ , η κατανοµή της U  και της παράγωγος της U t∂ ∂  θα είναι αυτή όπως αν 
δεν υπήρχε η αδιαφανής επιφάνεια. 

(β) για το µέρος της 1S  που βρίσκεται στην γεωµετρική σκιά του διαφράγµατος, η κατανοµή της 
U  και της παράγωγος της U t∂ ∂  θα είναι µηδέν. 

γνωστές και σαν συνοριακές συνθήκες Kirchhoff. 
Η πρώτη µας επιτρέπει τον ορισµό της U  στο διάφραγµα Σ  
ανεξάρτητα της αδιαφανούς περιοχής, και η δεύτερη µας επιτρέπει να 
αγνοήσουµε όλη την επιφάνεια εκτός από τις συνεισφορές της Σ . Έτσι 

( ) [ ]n n
1U G U U G dS

4 Σ

′ = ∂ − ∂
π ∫∫x  

Πρέπει να πούµε ότι οι παραπάνω υποθέσεις δεν είναι απόλυτα 
αποδεκτές. Η παρουσία της οπής θα διαταράξει τα πεδία στην επιφάνεια 
Σ , εφόσον κοντά στη περίµετρο της οπής θα ισχύουν µερικές 
συνοριακές συνθήκες που δεν υφίστανται µε την απουσία της οπής. 
Επίσης η σκιά πίσω από το διάφραγµα δεν είναι τέλεια, εφόσον πεδία 
µπορούν να υπάρξουν για αρκετά µήκη κύµατος και να συνεισφέρουν. 
Για διαστάσεις της οπής πολύ µεγαλύτερες του µήκους κύµατος, 
µπορούµε να πούµε ότι οι δύο υποθέσεις θα ικανοποιούνται αρκετά 

n̂  

′r

′x  x  

r  
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καλά. 
Μπορούµε επίσης να υποθέσουµε ότι το σηµείο παρατήρησης ′x  είναι αρκετά αποµακρυσµένο (πολλά 
µήκη κύµατος) από το διάφραγµα, ώστε να ισχύει k 1 r′ , οπότε έχουµε 

( ) ( ) ( )
ikr ikr

n
1 e eG cos , ik ik cos ,
r r r

′ ′⎛ ⎞′ ′∂ = − ≈⎜ ⎟′ ′ ′⎝ ⎠
x n r n r  

και για το πεδίο ( )U ′x  παίρνουµε 

( ) ( )
ikr

n
1 eU U ikU cos , dS

4 r

′

Σ

′ ′= ∂ −⎡ ⎤⎣ ⎦′π ∫∫x n r  

Αν η οπή φωτίζεται από ένα µονοχρωµατικό σφαιρικό κύµα, όπως στο σχήµα, τότε 

( )
ikreU
r

=x  

για µια σηµειακή πηγή στο σηµείο x  σε απόσταση r  από το x . Όταν το r  είναι σε απόσταση πολλά 
µήκη κύµατος από το διάφραγµα, µπορούµε να πούµε ότι 

( ) ( ) ( )
ikr ikr

n
1 e eU cos , ik ik cos ,
r r r

⎛ ⎞∂ = − ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

x n r n r  

και καταλήγουµε στη σχέση 

( )
( ) ( ) ( )ik r r cos , cos ,A eU dS

i rr 2

′+

Σ

′ −⎡ ⎤
′ = ⎢ ⎥′λ ⎣ ⎦

∫∫
n r n r

x  

γνωστή σαν σχέση περίθλασης Kirchhoff-Fresnel, η οποία ισχύει για σηµειακές µονοχρωµατικές πηγές. 
Η παραπάνω σχέση είναι συµµετρική σε σχέση µε το σηµείο πηγής x  και παρατήρησης ′x . Έτσι µια 
σηµειακή πηγή στο ′x  θα δηµιουργήσει την ίδια κυµατοµορφή στο x , και αυτό είναι γνωστό σαν το 
θεώρηµα reciprocity Helmholtz. 
Τη παραπάνω σχέση µπορούµε να τη γράψουµε και σαν 

( ) ( )
ikreU U dS
r

′

Σ

′ =
′∫∫x x  

µε 

( ) ( ) ( )ikr cos , cos ,1 AeU
i r 2

′ −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥λ ⎣ ⎦

n r n r
x  

µια µορφή που µας δίνει το πεδίο στο σηµείο ′x  σαν την κατάληξη µιας φανταστικής πηγής άπειρων 
σηµείων πάνω στην οπή του διαφράγµατος. Τα σηµεία αυτά έχουν ορισµένα πλάτη και φάσεις ( )U x . 
Η παραπάνω θεώρηση βασίζεται στο φωτισµό της οπής µε σηµειακή πηγή. Ο περιορισµός αυτός µπορεί 
να αρθεί από την θεώρηση του Rayleigh-Sommerfeld 

Rayleigh-Sommerfeld περίθλαση 
Η θεωρία του Kirchhoff  δίνει πολύ καλά αποτελέσµατα και χρησιµοποιείται ευρέως. Περιέχει όµως και 
µερικές αντιθέσεις. Οι δυσκολίες πηγάζουν από τις συνοριακές συνθήκες που χρειάζονται για το πλάτος 
του πεδίου και τις παραγώγους του στη κάθετη κατεύθυνση. Είναι γνωστό από τη θεωρία των δυναµικών, 
ότι αν ένα δισδιάστατο δυναµικό και η κάθετος παράγωγος του µηδενίζονται ταυτόχρονα σε κάποια 
πεπερασµένη περιοχή µιας επιφάνειας, τότε η συνάρτηση του δυναµικού µηδενίζεται σε όλη την 
επιφάνεια. Έτσι αν η λύση της τρισδιάστατης κυµατικής εξίσωσης µηδενίζεται σε κάποια επιφάνεια, τότε 
θα µηδενίζεται σε όλο το χώρο. Οι υποθέσεις του Kirchhoff µηδενίζουν το πεδίο παντού. 
Η θεώρηση του Sommerfeld αφαίρεσε τα προβλήµατα από τις συνοριακές αυτές συνθήκες. 
Αν πάρουµε πάλι τη σχέση για το πεδίο σε κάποιο σηµείο παρατήρησης 

( ) [ ]
1

0 n n
S

1U G U U G dS
4

= ∂ − ∂
π ∫∫x  

µε συνθήκες 
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(α) η βαθµωτή προσέγγιση ισχύει 
(β) οι συναρτήσεις U  και G  ικανοποιούν τη βαθµωτή οµογενή κυµατική εξίσωση 
(γ) η συνθήκη ακτινοβολίας Rayleigh-Sommerfeld ισχύει 
Αν η G  αλλάξει ώστε να µπορούµε να καταλήξουµε στη παραπάνω σχέση και αν η G  ή η nG∂  
µηδενίζονται στην επιφάνεια 1S , τότε η ανάγκη να επιβάλουµε συνοριακές συνθήκες στις U  και nU∂  
δεν θα υπάρχει και τα προβλήµατα της θεωρίας Kirchhoff θα ήταν λυµένα. 
Ο Sommerfeld έδειξε ότι τέτοιες συναρτήσεις G υπάρχουν. Υπέθεσε ότι η G  σχηµατίζεται όχι µόνο από 

το ′x  αλλά και από ένα άλλο σηµείο ′x το κατοπτρικό είδωλο του ′x  
ως προς την επιφάνεια του διαφράγµατος, όπως στο σχήµα. Το µήκος 
κύµατος είναι το ίδιο και για τα δύο σηµεία, αλλά η φάση τους µπορεί 
να ταλαντώνεται σε και εκτός φάσης µεταξύ τους. Όταν πάρουµε τη 
ταλάντωση εκτός φάσης o180 , τότε 

( )
ikr ikre eG
r r

′ ′

− = −
′ ′

x  

Η συνάρτηση αυτή µηδενίζεται στο επίπεδο της οπής Σ , που µας δίνει 
για το πεδίο παρατήρησης 

( )I n
1U U G dS

4 −
Σ

′ = ∂
π ∫∫x  

µια λύση γνωστή σαν πρώτη λύση του Rayleigh-Sommerfeld. Για την 
απόσταση r′  µεταξύ των σηµείων x  και ′x  η κάθετη παράγωγος της 
G−  είναι 

( ) ( ) ( )
ikr ikr

n
1 e 1 eG cos , ik cos , ik
r r r r

′ ′

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′∂ = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x n r n r  

Εφόσον στο επίπεδο της οπής, έχουµε 
r r′ ′=  και ( ) ( )cos , cos ,′ ′= −n r n r  

τότε 

( ) ( )
ikr

n
1 eG 2cos , ik
r r

′

−
⎛ ⎞′∂ = −⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠

x n r  

Αν r′ λ , αγνοούµε τον δεύτερο όρο στη παραπάνω σχέση και έχουµε 

( ) ( )
ikr

n
eG 2cos , ik
r

′

− ′∂ =
′

x n r  

που είναι δυο φορές η κάθετη παράγωγος του Kirchhoff, δηλαδή 
( ) ( )n nG 2 G−∂ = ∂x x  

και γράφουµε 

( )I n
1U U GdS

2 Σ

′ = − ∂
π ∫∫x  

Μια άλλη εναλλακτική λύση µπορεί να είναι αυτή που οι δύο πηγές είναι σε φάση, ώστε 

( )
ikr ikr

n
e eG
r r

′ ′

+∂ = +
′ ′

x  

Στη περίπτωση αυτή, η κάθετη παράγωγος µηδενίζεται στη οπή του διαφράγµατος Σ , που µας δίνει τη 
δεύτερη λύση του Rayleigh-Sommerfeld 

( )II n
1U G UdS

4 +
Σ

′ = ∂
π ∫∫x  

Για την επιφάνεια Σ  και µε την υπόθεση ότι r′ λ , η G+  είναι δύο φορές η συνάρτηση Helmholtz G  
G 2G+ =  

που µας δίνει 

n̂  

′r  

′x  
′x  

′r  

 



8 

( )II n
1U G UdS

2 Σ

′ = ∂
π ∫∫x  

Χρησιµοποιώντας την 

( ) ( )
ikr

n
eG 2cos , r ik
r

′

− ′∂ =
′

x n  

τότε 

( ) ( ) ( )
1

ikr

I
S

1 eU U cos , dS
i r

′

′ ′=
′λ ∫∫x x n r  

και µε τις συνοριακές συνθήκες του Kirchhoff µόνο στη U  έχουµε 

( ) ( ) ( )
ikr

I
1 eU U cos , dS
i r

′

Σ

′ ′=
′λ ∫∫x x n r  

και χωρίς τις συνοριακές συνθήκες για την U n∂ ∂ , δεν έχουµε το πρόβληµα δυναµικών που 
µηδενίζονται. 
Με την άλλη συνάρτηση του Green 

( ) ( )
ikr

II n
1 eU U dS

2 r

′

Σ

′ = ∂
′π ∫∫x x  

χωρίς συνοριακές συνθήκες για την U . 
Από τις σχέσεις των ( )IU ′x  και ( )IIU ′x , που φωτίζονται από ένα αποκλίνων σφαιρικό κύµα όπως και 
για τη περίπτωση του Kirchhoff, έχουµε 

( )
ikreU A
r

=x  

ώστε µε τη πρώτη περίπτωση 

( )
( )

( )
ik r r

I
A eU cos , dS
i rr

′+

Σ

′ ′=
′λ ∫∫x n r  

µια σχέση γνωστή σαν περίθλαση Rayleigh-Sommerfeld, και για τη δεύτερη 

( )
( )

( )
ik r r

II
A eU cos , dS

i rr

′+

Σ

−′ ′=
′λ ∫∫x n r  

και η γωνία µεταξύ n  και r  είναι µεγαλύτερη 90ο. 
Από τις παραπάνω σχέσεις συνοψίζουµε ότι 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

K n n K

I n K

II K n

1U G U U G dS
4

1U U G dS
2
1U G U dS

2

Σ

Σ

Σ

′ = ∂ + ∂
π

′ = − ∂
π

′ = ∂
π

∫∫

∫∫

∫∫

x

x

x

 

µε KG  τη συνάρτηση Green για την περίπτωση Kirchhoff, που µας δείχνει ότι η περίπτωση Kirchhoff 
είναι ο αριθµητικός µέσος όρος των δύο λύσεων του Rayleigh-Sommerfeld. 
Για την περίπτωση που έχουµε σφαιρικό κύµα για τη πηγή µας, η διαφορά βρίσκεται στο παράγοντα 
obliquity ψ , και γράφουµε γενικά 

( )
( )ik r rA eU dS

i rr

′+

Σ

′ = ψ
′λ ∫∫x  

µε 
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( ) ( )1 cos , cos , Kirchhoff
2

cos first solution Rayleigh
1 second solution Rayleigh

⎧ ′ −⎡ ⎤⎣ ⎦⎪
⎪

ψ = θ⎨
⎪
⎪
⎩

n r n r

 

όταν η πηγή βρίσκεται αρκετά µακριά (στο άπειρο), οπότε έχουµε ένα επίπεδο κύµα πρόσπτωσης τότε 

[ ]1 1 cos Kirchhoff
2

cos first solution Rayleigh
1 second solution Rayleigh

⎧ + θ⎪
⎪

ψ = θ⎨
⎪
⎪
⎩

 

για µια γωνία θ  µεταξύ n  και ′r . 
Με µια σύγκριση των λύσεων, βλέπουµε ότι για σηµεία παρατήρησης µακριά από το επίπεδο του 
διαφράγµατος (το µακρινό πεδίο) οι τρεις λύσεις είναι ίδιες. Για µήκη κύµατος πολύ µικρότερα από το 
µέγεθος της οπής, οι λύσεις είναι πάλι οι ίδιες. ∆ιαφορές έχουµε για αποστάσεις κοντά στο διάφραγµα. 
Όταν έχουµε µικρές γωνίες παρατήρησης, οι λύσεις έχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον, όπου ο παράγοντας 
obliquity τείνει στη µονάδα. 
Η θεώρηση Kirchhoff µπορεί να θεωρηθεί πιο γενική, εφόσον επιτρέπει διαφράγµατα που δεν είναι 
επίπεδα, ενώ αυτή του Rayleigh-Sommerfeld επιβάλλει επίπεδα διαφράγµατα µε τη κατασκευή του 
σηµείου ′x . 
Εστιάζοντας στη πρώτη λύση Rayleigh-Sommerfeld, βλέπουµε ότι 

( ) ( )
ikr1 eU U cos dS

i r

′

Σ

′ = θ
′λ ∫∫x x  

µε την αρχή του Fresnel-Huygens, όπου η γωνία θ  σχηµατίζεται µεταξύ των n  και ′r . 
Η σχέση αυτή παρουσιάζει το πεδίο παρατήρησης σαν υπέρθεση από αποκλίνοντα σφαιρικά κύµατα 

ikre
r

′

′
, που πηγάζουν από τις δευτερεύουσες πηγές από κάθε σηµείο x  της επιφάνειας Σ . Η δευτερεύουσα 

πηγή έχει τις παρακάτω ιδιότητες 
(α) έχει ένα µιγαδικό πλάτος ανάλογο του πλάτους διέγερσης ( )U x  
(β) έχει πλάτος αντιστρόφως ανάλογο του µήκους κύµατος λ , ή ανάλογο της συχνότητας. 
(γ) έχει φάση που προηγείται κατά 90ο του αρχικού κύµατος µε τον παράγοντα 1 i . 
(δ) κάθε δευτερεύουσα πηγή έχει ένα παράγοντα κατεύθυνσης cosθ . 
Η πρώτη παρατήρηση βασίζεται στο γεγονός ότι η κυµατική διάδοση είναι ένα γραµµικό φαινόµενο, 
ώστε το κύµα που παρατηρούµε πρέπει να είναι ανάλογο του αρχικού. 
Η κυµατική κίνηση από την οπή έως το σηµείο παρατήρησης γίνεται λόγω των αλλαγών του πεδίου στην 
οπή. Θα δούµε παρακάτω ότι το πεδίο στο σηµείο ′x  που πηγάζει από το σηµείο x  εξαρτάται από το 
ρυθµό αλλαγής του πεδίου στο x . Για το µονοχρωµατικό κύµα, µια διαταραχή µε δεξιόστροφο φασικό 
άνυσµα 2i te− πν , η παράγωγος της θα είναι ανάλογη της συχνότητας και του i− . 
Για την τελευταία ιδιότητα, η φυσική της εξήγηση είναι πιο περίπλοκη. Πουθενά στο επίπεδο της οπής 
δεν υπάρχει κάποιο µέσο και πηγές η/µ κυµάτων. Όλες οι πιθανές πηγές βρίσκονται στη περίµετρο της 
οπής. Βλέπουµε έτσι ότι η αρχή του Fresnel-Huygens µας επιτρέπει µε µια απλή µαθηµατική κατασκευή 
να λύσουµε το πρόβληµα της περίθλασης χωρίς να ασχοληθούµε µε τις λεπτοµέρειες της περιµέτρου της 
οπής. Η αρχή αυτή βασίζεται σε ένα ολοκλήρωµα υπέρθεσης, ώστε να µπορούµε να γράψουµε τις 
παραπάνω σχέσεις σαν 

( ) ( ) ( )U h , U dS
Σ

′ ′= ∫∫x x x x  
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µε ( )
ikr1 eh , cos

i r

′

′ = θ
′λ

x x . Το ολοκλήρωµα αυτό είναι αποτέλεσµα της αρχικής υπόθεσης µιας γραµµικής 

απόκρισης του συστήµατος. Αν µελετήσουµε παραπέρα το χαρακτήρα του ( )h ,′x x  θα το βρούµε επίσης 
χωρικά αµετάβλητο (spatially invariant), λόγω της οµοιογένειας που υποθέσαµε για το διηλεκτρικό 
µέσο. Στη περίπτωση αυτή η αρχή του Fresnel-Huygens θα έχει τη µορφή µια συνέλιξης. 

Πολυχρωµατικές πηγές 
Για κάποια βαθµωτή διαταραχή ( )u , t′x  που παρατηρούµε στα δεξιά µιας οπής Σ  σε µια αδιαφανή 

επιφάνεια στην οποία προσπίπτει µια διαταραχή ( )u , tx , µπορούµε να γράψουµε µε τους ανάστροφους 
µετασχηµατισµούς Fourier 

( ) ( ) 2i tu , t U , e d
∞

πν

−∞

= ν ν∫x x  

( ) ( ) 2i tu , t U , e d
∞

πν

−∞

′ ′= ν ν∫x x  

µε ( )U ,νx  και ( )U ,′ νx  τα φάσµατα Fourier. Με αλλαγή µεταβλητής ′ν = −ν , έχουµε 

( ) ( ) 2i tu , t U , e d
∞

′− πν

−∞

′= −ν ν∫x x  

( ) ( ) 2i tu , t U , e d
∞

′− πν

−∞

′ ′ ′= −ν ν∫x x  

που µας δίνουν τις πολυχρωµατικές συναρτήσεις ( )u , tx  και ( )u , t′x  σαν γραµµικό συνδυασµό 

µονοχρωµατικών χρονικών συναρτήσεων του είδους 2i te ′− πν  µε µιγαδικά πλάτη ( )U , ′−νx  και ( )U ,′ ′−νx . 
Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα αποτελέσµατα από προηγούµενα µέρη, και τη γραµµικότητα του 
φαινοµένου για να βρούµε το πεδίο στο ′x  για κάθε µονοχρωµατική συνιστώσα και να προσθέσουµε τις 
συνεισφορές. 
Μπορούµε να ξεκινήσουµε από τη βασική σχέση και να γράψουµε 

( ) ( ) ( )012i rU , i U , e cos , dS′πν υ

Σ

′ν′ ′ ′ ′−ν = − −ν
υ ∫∫x x n r  

µε υ  την ταχύτητα που κινείται η διαταραχή στο µέσο µε δείκτη διάθλασης n  ( c nυ = ) και ′ν λ = υ . Αν 
αντικαταστήσουµε τη παραπάνω στη σχέση 

( ) ( ) 2i tu , t U , e d
∞

′− πν

−∞

′ ′ ′= −ν ν∫x x  

έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )cos , ru , t dS i2 U , exp 2i t d
2 r

∞

Σ −∞

′ ′⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′= − πν −ν − πν − ν⎜ ⎟⎢ ⎥′πυ υ⎝ ⎠⎣ ⎦∫∫ ∫
n r

x x  

Με την ταυτότητα 

( ) ( ) ( ) ( )2i t 2i td du , t U , e d 2i U , e d
dt dt

∞ ∞
′ ′− πν − πν

−∞ −∞

′ ′ ′ ′ ′= −ν ν = − πν −ν ν∫ ∫x x x  

παίρνουµε 

( ) ( )cos , d ru , t u , t dS
2 r dtΣ

′ ′⎛ ⎞′ = −⎜ ⎟′πυ υ⎝ ⎠∫∫
n r

x x  

Παρατηρούµε ότι το πεδίο στο ′x  είναι µια γραµµική υπέρθεση ανάλογη της χρονικής παραγώγου του 
πεδίου στο σηµείο x . Εφόσον το πεδίο χρειάζεται κάποιο χρονικό διάστηµα για να καλύψει την 
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απόσταση µεταξύ των σηµείων ′x  και x , το πεδίο που παρατηρούµε εξαρτάται από κάποιο 
καθυστερηµένο πεδίο στο χρόνο. 
Τα παραπάνω αποτελέσµατα ισχύουν όταν η πηγή έχει ένα αρκετά περιορισµένο φασµατικό εύρος 
εκποµπής. 

Περίθλαση στη περίµετρο οπής 
Στη θεωρία του Fresnel-Huygens θεωρήσαµε κάθε σηµείο της οπής του διαφράγµατος σαν µια 
δευτερεύουσα πηγή σφαιρικών κυµάτων. Αυτή είναι µια µαθηµατική διευκόλυνση χωρίς κάποια φυσική 
σηµασία. Για κάποια φυσική εξήγηση, ακολουθούµε την εξήγηση του Young, ο οποίος θεώρηση ότι το 
πεδίο που παρατηρούµε είναι η υπέρθεση του προσπίπτοντος πεδίου χωρίς επίδραση από την οπή και 
ενός πεδίου περίθλασης που ξεκινά από την περίµετρο της οπής. Το πεδίο αυτό φαίνεται να πηγάζει από 
το υλικό που υπάρχει στη περίµετρο της οπής. Η εξήγηση αυτή υποστηρίζεται από την rigorous λύση του 
η/µ προβλήµατος περίθλασης ενός επίπεδου κύµατος, από µια ηµι-άπειρη και τέλεια αγώγιµη επιφάνεια 
από τον Sommerfeld. Έδειξε ότι το πεδίο στη γεωµετρική σκιά της οθόνης έχει τη µορφή ενός 
κυλινδρικού κύµατος που πηγάζει από το όριο της επιφάνειας. Το πεδίο που παρατηρούµε είναι έτσι µια 
υπέρθεση του αρχικού επίπεδου κύµατος µε το κυλινδρικό αυτό κύµα. 
Πολλές διαφορετικές θεωρήσεις έχουν προκύψει για µελέτη της περίθλασης από τις περιµέτρους των 
διαφραγµάτων. Υπάρχει επίσης και η προσέγγιση της γεωµετρικής οπτικής για την περίθλαση, όπου οι 
ακτίνες του προσπίπτοντος κύµατος συνδυάζονται µε τις ακτίνες περίθλασης να πηγάζουν από γωνίες, 
πλευρές, ακίδες και επιφάνειες του εµποδίου. 

Γωνιακό φάσµα από επίπεδα κύµατα 
Για την βαθµωτή θεωρία περίθλασης µπορούµε να έχουµε ένα πλαίσιο ίδιο µε αυτό συστηµάτων που 
είναι γραµµικά και invariant. Αν το µιγαδικό πεδίο ενός µονοχρωµατικού κύµατος αναλυθεί σε 
συνιστώσες Fourier σε κάποιο επίπεδο, οι διάφορες χωρικές συνιστώσες που προκύπτουν µπορούµε να 
τις δούµε σαν επίπεδα κύµατα που διαδίδονται σε διαφορετικές κατευθύνσεις από το επίπεδο αυτό. 
Τα πλάτη του πεδίου σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο (ή άλλο παράλληλο επίπεδο) µπορούν να βρεθούν  µε 
άθροισµα συνεισφορών των συνιστωσών αυτών. 
Από κάποια απροσδιόριστη πηγή µονοχρωµατικών κυµάτων , ένα κύµα προσπίπτει στο εγκάρσιο επίπεδο 
( )x, y  και το οποίο διαδίδεται στον z -άξονα. Αν το µιγαδικό πλάτος του πεδίου στο z 0=  είναι 

( )U x, y;0  θέλουµε το πεδίο ( )U x, y;z  σε  µια απόσταση z  δεξιά του πρώτου σηµείου, και της αρχής 
των αξόνων, όπως στο σχήµα. 
Στο επίπεδο z 0= , η συνάρτηση ( )U x, y;0  έχει τη µορφή φάσµατος 

( ) ( ) ( )x y2i f x f y
x yA f , f ;0 U x, y;0 e dxdy− π += ∫∫  

Γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier είναι µια αποσύνθεση µιας περίπλοκης συνάρτησης σε µια 
συλλογή από πολλές απλές µιγαδικές εκθετικές συναρτήσεις. Αυτό είναι εµφανές αν δούµε την U  σαν 
τον ανάστροφο µετασχηµατισµό Fourier 

( ) ( ) ( )x y2i f x f y
x y x yU x, y;0 A f , f ;0 e df dfπ += ∫∫  

Αν πάρουµε τη µορφή ενός απλού επίπεδου κύµατος που διαδίδεται µε κυµατάνυσµα k  µε k 2= π λ  και 
συνηµίτονα διεύθυνσης διάδοσης ( ), ,α β γ  τότε µπορούµε να γράψουµε για επίπεδο κύµα 

( ) ( )i 2 tp x, y,z; t e ⋅ − πν= k r  

µε ˆ ˆ ˆxx yy zz= + +r  και ( )2 ˆ ˆ ˆx y zπ
= α +β + γ

λ
k . Αγνοώντας το χρονικό µέρος, έχουµε για το µιγαδικό 

πλάτος φάσης ενός επίπεδου κύµατος σε ένα επίπεδο κάθετο στον z -άξονα 

( )
( )2 2i x y i ziP x, y,z e e e

π π
α +β γ⋅ λ λ= =k r  
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µε 2 21γ = − α −β . Έτσι για το z 0=  επίπεδο, η µιγαδική συνάρτηση ( )x y2i f x f ye π +  µπορεί να είναι ένα 
επίπεδο κύµα µε συνηµίτονο κατεύθυνσης 

xfα = λ , yfβ = λ  και ( ) ( )22
x y1 f fγ = − λ − λ  

Στην αποσύνθεση Fourier της U , το µιγαδικό πλάτος της συνιστώσας επιπέδου κύµατος µε χωρικές 
συχνότητες ( )x yf , f  είναι ( )x y x yA f , f ;0 df df  στο σηµείο x yf , f= α λ = β λ . Έτσι η συνάρτηση 

( ) ( ) ( )A , ;0 U x, y;0 exp 2i x y dxdyα λ β λ = − π α λ +β λ⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫  

είναι το γωνιακό φάσµα της ( )U x, y;0 . 

Αν τώρα η ( )A , ;zα λ β λ  είναι το χωρικό γωνιακό φάσµα της ( )U x, y;z  σε ένα άλλο επίπεδο z , τότε 

( ) ( ) ( )A , ;z U x, y;z exp 2i x y dxdyα λ β λ = − π α λ + β λ⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫  

Αν βρούµε τη σχέση µεταξύ της ( )A , ;0α λ β λ και της ( )A , ;zα λ β λ  τότε θα βρούµε και την 

επίδραση της διάδοσης στο χωρικό φάσµα. Βλέπουµε ότι η ( )U x, y;z  γράφεται και σαν 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )U x, y;z A , ;z exp 2i x y d d= α λ β λ π α λ +β λ α λ β λ⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫  
και πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση Helmholtz 

( )2 2k U 0∇ + =
 

σε όλα τα σηµεία χωρίς φορτία και ρεύµατα. Έτσι η ( )A , ;zα λ β λ  ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση 

( ) ( )
22

2 2
2

d 2A , ;z 1 A , ;z 0
dz

π⎛ ⎞ ⎡ ⎤α λ β λ + − α −β α λ β λ =⎜ ⎟ ⎣ ⎦λ⎝ ⎠
 

Μια βασική λύση της παραπάνω είναι η 

( ) ( )
2 22i 1

A , ;z A , ;0 e
π

−α −β
λα λ β λ = α λ β λ  

Το αποτέλεσµα αυτό για 2 2 1α +β <  (όλα τα συνηµίτονα διεύθυνσης ικανοποιούν τη σχέση αυτή), η 
επίδραση της διάδοσης από µια απόσταση z  απλά αλλάζει τις σχετικές φάσεις των διαφόρων 
συνιστωσών του χωρικού γωνιακού φάσµατος. Εφόσον το επίπεδο κύµα διαδίδεται σε διαφορετική 
γωνία, κάθε ένα διανύει διαφορετική απόσταση µεταξύ των δύο παράλληλων επιπέδων, του 
διαφράγµατος και της παρατήρησης, και έτσι εισέρχονται σχετικές φασικές καθυστερήσεις µεταξύ τους. 
Όταν όµως 2 2 1α +β > , έχουµε µια διαφορετική εικόνα. Εφόσον η ( )A , ;0α λ β λ  είναι ο 
µετασχηµατισµός Fourier ενός πεδίου που έχουµε εφαρµόσει τις συνοριακές συνθήκες της οπής, τότε 
είναι δυνατόν ότι το φάσµα αυτό θα περιέχει συνιστώσες που ικανοποιούν τη παραπάνω σχέση. Τότε τα 
α  και β  δεν είναι συνηµίτονα κατεύθυνσης, εφόσον η ρίζα είναι φανταστική, και έχουµε 

( ) ( ) zA , ;z A , ;0 e−µα λ β λ = α λ β λ  

µε 2 22 1π
µ = α +β −

λ
 ένα πραγµατικό θετικό αριθµό. Τα κύµατα αυτά φθίνουν γρήγορα µε τη διάδοση 

στην z -κατεύθυνση. Τέτοιες συνιστώσες είναι τα επιφανειακά κύµατα. 
Τέλος η διαταραχή στο ( )x, y,z  µπορεί να γραφεί σε σχέση µε το αρχικό γωνιακό χωρικό φάσµα µε τον 

ανάστροφο µετασχηµατισµό της ( )A , ;zα λ β λ  

( )

( )

2 2

2 2

2iU x, y;z A , ;z exp 1

x xcirc exp 2i d d

α β π⎛ ⎞ ⎡ ⎤= −α −β⎜ ⎟ ⎢ ⎥λ λ λ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
⎡ α β ⎤ α β⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞× α +β π +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥λ λ λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫
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µε τη συνάρτηση ( )2 2circ α +β  να περιορίζει τα όρια του ολοκληρώµατος στη περιοχή που 

επιτρέπεται. ∆εν έχουµε καµιά συνιστώσα πέρα από το σηµείο αποκοπής του επιφανειακού κύµατος στην 
( )U x, y;z . Το γεγονός αυτό είναι και ο βασικός λόγος που κανένα απεικονιστικό σύστηµα δεν µπορεί να 

αναλύσει µια περιοδική δοµή µε περίοδο µικρότερη από µήκος κύµατος της ακτινοβολίας που 
χρησιµοποιείται. Μπορούµε όµως να έχουµε κάποια ζεύξη µε τα επιφανειακά κύµατα και να πάρουµε 
κάποια πληροφορία που συνδέεται µε τις δοµές αυτές. 
Έχοντας τώρα µια άπειρης έκτασης αδιαφανή επιφάνεια στο z 0=  µε κάποια δοµή περίθλασης, θέλουµε 
να δούµε την επίδραση της στη χωρική γωνιακή φασµατική κατανοµή του πεδίου. Αν η συνάρτηση 
διάδοσης πλάτους της οπής είναι ο λόγος του πεδίου που διαδίδεται ( )tU x, y;0  προς το προσπίπτον 

( )iU x, y;0  σε κάθε σηµείο ( )x, y  του z 0=  επιπέδου 

( ) ( )
( )

t
A

i

U x, y;0
t x, y

U x, y;0
=  

τότε 
( ) ( ) ( )t i AU x, y;0 U x, y;0 t x, y=  

και το θεώρηµα της συνέλιξης µπορεί να συνδέσει το γωνιακό φάσµα ( )iA ,α λ β λ  του προσπίπτοντος 

πεδίου µε αυτό που διαδίδεται ( )tA ,α λ β λ  

( ) ( ) ( )t i AA , A , T ,α λ β λ = α λ β λ ⊕ α λ β λ  
µε 

( ) ( ) ( )A AT , t x, y exp 2i x y dxdyα λ β λ = − π α λ + β λ⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫  
Αν πάρουµε ένα επίπεδο κύµα πλάτους 

( ) ( )iA , ,α λ β λ = δ α λ β λ  
τότε 

( ) ( ) ( ) ( )t A AA , , T , T ,α λ β λ = δ α λ β λ ⊕ α λ β λ = α λ β λ  
Αν η δοµή της περίθλασης είναι µια οπή που περιορίζει την έκταση του πεδίου πρόσπτωσης, το 
αποτέλεσµα είναι µια διαπλάτυνση του χωρικού γωνιακού φάσµατος του πεδίου από τις ιδιότητες του 
µετασχηµατισµού Fourier. Όσο πιο µικρή η οπή, τόσο πιο διαπλατυσµένο το χωρικό φάσµα πίσω από τη 
οπή. Η συµπεριφορά αυτή είναι ανάλογη της διαπλάτυνσης του φάσµατος ενός σήµατος όπως η διάρκεια 
του ελαττώνεται. 
Αν δούµε ξανά τη διάδοση από το επίπεδο στο z 0=  σε µια απόσταση z , η διαταραχή ( )U x, y;0  περνά 

σε µια νέα κατανοµή ( )U x, y;z  λόγω της διάδοσης, και η διάδοση αυτή θα δείξουµε ότι συµπεριφέρεται 
σαν ένα γραµµικό space invariant σύστηµα και περιγράφεται από µια απλή συνάρτηση µεταφοράς. 
Έχουµε δει τη γραµµικότητα της διάδοσης παραπάνω, από τη αρχή της υπέρθεσης. Αν µπορέσουµε και 
παράγουµε µια συνάρτηση µεταφοράς τότε το σύστηµα µας είναι invariant. 
Γυρίζοντας στο γωνιακό φάσµα σαν συνάρτηση των χωρικών συχνοτήτων ( )x yA f , f ; z  της ( )U x, y;z  σε 

σχέση µε το αρχικό ( )x yA f , f ;0  της ( )U x, y;0  έχουµε 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x y

22
x y

2i f x f y
x y x y

2i z 1 f f22
x y x y x y

U x, y;z A f , f ; z e df df

A f , f ;0 circ f f e df df

π +

⎡ ⎤π
− λ − λ⎢ ⎥λ⎣ ⎦

=

⎛ ⎞= λ + λ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫

∫∫
 

ώστε 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )22

x y
2i z 1 f f22

x y x y x yA f , f ;z A f , f ;0 circ f f e
⎡ ⎤π

− λ − λ⎢ ⎥λ⎣ ⎦⎛ ⎞= λ + λ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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που µας δίνει µια συνάρτηση µεταφοράς 

( ) ( ) ( )22 2 2
x y x y

x y

2i zexp 1 f f f f 1
H f , f

0 otherwise

⎧ π⎡ ⎤− λ − λ + < λ⎪ ⎢ ⎥= λ⎣ ⎦⎨
⎪⎩

 

Η διάδοση του πεδίου βλέπουµε ότι είναι ένα γραµµικό χωρικό φίλτρο διασποράς µε πεπερασµένο εύρος. 
Η διαπερατότητα του φίλτρου είναι µηδέν έξω από τη κυκλική περιοχή µε ακτίνα 1 λ  στο χώρο των 
συχνοτήτων. Μέσα στη περιοχή αυτή, το µέτρο της συνάρτησης είναι η µονάδα αλλά εισέρχονται 
φασικές µεταβολές που εξαρτώνται από τη συχνότητα. Η φασική αυτή διασπορά είναι σηµαντική στις 
υψηλές συχνότητες και τείνει στο µηδέν όπως x yf , f 0→ . Για κάθε χωρική συχνότητα η φασική 
διασπορά της αυξάνει µε την απόσταση που διαδίδεται το πεδίο. 
Σηµειώνουµε ότι αν και οι προσεγγίσεις είναι τελείως διαφορετικές, το γωνιακό χωρικό φάσµα και η 
πρώτη λύση του Rayleigh-Sommerfeld µας δίνουν την ίδια πρόβλεψη για τα πεδία περίθλασης. 


